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Аннотация. Развитие вычислительных технологий и 

цифровизации производств привели к росту числа 

объектов измерения, для которых составлены 

математические модели, связывающие в том числе и 

значения измеряемых величин между собой. За счет 

данной информации результаты выполняемых на таких 

объектах совместных измерений могут быть уточнены за 

счет процедуры согласования (кооптации известных 

сведений). В данном докладе представлена замкнутая 

аналитическая модель согласования результатов 

измерений, учитывающая наличие корреляций между 

согласуемыми результатами измерений для случая, когда 

область возможных значений измеряемых величин 

ограничена эллипсом при кооптации информации в форме 

системы линейных алгебраических уравнений. Приведены 

соответствующие выражения для оценки получаемых 

уточненных оценок значений измеряемых величин. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Задача согласования результатов совместных 
измерений, выполняемых на объекте, для которого 
доступны информация о взаимосвязях между его 
характеристиками и параметрами состояния, 
выраженная в виде математической модели и/или 
системы ограничений в виде неравенств, позволяет 
повысить точность конечных результатов за счет 
кооптации всей имеющихся в наличии данных [1, 2]. 
Данная процедура представляет собой неотъемлемую 
часть математической обработки индустриальных 
данных, получаемых в ходе результатов совместных 
измерений, выполняемых на технологических 
установках и промышленных предприятиях [3, 4]. По 
сути дела, процедура согласования данных выражает 
преобразования накопленной ранее информации об 
объекте измерений в точность результатов текущих 
выполняемых на нем измерений [5]. 

Как правило, процедура согласования результатов 
измерений подразумевает привлечение ряда 
предположений [6–8]: о нормальном распределении 
погрешностей выполняемых измерений, об их 

независимости, о точности той математической модели 
объекта измерений, что кооптируется в ходе процедуры 
согласования. Для случая, когда действительное 
распределение погрешностей отличается от 
нормального, к настоящему времени разработаны 
процедуры непараметрического согласования 
результатов измерений [9, 10], допускающие 
представление информации о взаимосвязях между 
измеряемыми величинами (по сути дела – об объекте 
измерений) в форме систем уравнений (возможно, 
нелинейных и неравенств). Для согласования же в 
подобных ограничениях коррелированных результатов 
измерений подобных работ в настоящее время в 
литературе не представлено – подходы [11–14], 
учитывающие возможную корреляцию между 
результатами совместных измерений через 
ковариационную матрицу совместного распределения, 
разработаны для случая линейных ограничений и не 
допускают кооптации информации в виде неравенств. 

Данная работа устраняет соответствующий пропуск в 
литературе и предлагает подход к согласованию 
коррелированных результатов измерений при 
совокупном ограничении на область возможных 
значений согласуемых величин эллипсом. В статье 
представлена математическая модель согласования 
индустриальных неточных данных, между значениями 
которых присутствуют значимые корреляции. 

II. УСЛОВИЯ КАРУША–КУНА–ТАККЕРА ДЛЯ ЗАДАЧИ 

СОГЛАСОВАНИЯ ДАННЫХ 

В работах [15, 16] предложено аналитическое 
решение задачи условной оптимизации, 
удовлетворяющей условиям Каруша–Куна–Таккера 
[17], изначально предназначенное для решений задач 
управления. Вместе с тем постановка задачи в 
упомянутых работах допускает ее распространение и на 
задачи согласования результатов измерений в условиях, 
когда их погрешности имеют нормальный закон 
распределения. 

Постановку задачи работ [15, 16] для задачи 
согласования индустриальных данных возможно 
переписать в следующем виде. Пусть 𝐱 – вектор 
результатов однократных равноточных независимых 
совместных измерений (размера n), 𝚫𝐱 – вектор 
абсолютных погрешностей, имеющих нормальное 
распределение, 𝐱∗ – значения измеряемых величин (с 
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которыми в идеальной ситуации должны совпасть 
результаты согласования), 𝚫𝐱∗ – поправки в результаты 
измерений, вносимые в ходе процедуры их 
согласования. Результаты работы [15, 16] показывают, 
что при соблюдении условий Каруша–Куна–Таккера 

𝚫𝐱∗ = arg min
𝚫𝐱:𝐴⋅𝚫𝐱=𝐮,

(𝚫𝐱−𝐝)𝑇⋅(𝚫𝐱−𝐝)≤𝑟2

‖𝚫𝐱‖2
2      (1) 

при наложенных на допустимые значения 𝚫𝐱 
совокупных ограничений в виде системы линейных 
алгебраических уравнений и границ эллипсоида. Здесь 
‖𝚫𝐱‖2

2 = 𝚫𝐱𝑇 ⋅ 𝚫𝐱 – Евклидова норма вектора 𝚫𝐱. 

Из работ [15, 16] следует, что аналитическое 
решение задачи (1) имеет вид 

𝚫𝐱∗ = 𝚫𝐱 + 𝑃 ⋅ (𝐴 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝐮) + λ ⋅ (1 + λ)−1 ⋅ 𝐷 ⋅ (𝚫𝐱 − 𝐝), 

где 𝐷 = 𝐸𝑛 − 𝐴
𝑇 ⋅ (𝐴 ⋅ 𝐴𝑇)−1 ⋅ 𝐴; 𝐸𝑛 – единичная матрица 

размером nn; n – размер векторов 𝚫x и d; 𝑃 = 𝐴𝑇 ⋅
(𝐴 ⋅ 𝐴𝑇)−1;  

множители Лагранжа  определяются решением 
квадратного уравнения  

𝑎 ⋅ λ2 + ℎ ⋅ λ + 𝑞 = 0, 

𝑎 = (𝐴 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝐮)𝑇 ⋅ 𝑃𝑇 ⋅ 𝑃 ⋅ (𝐴 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝐮) − 

−(𝐴 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝐮)𝑇 ⋅ 𝑃𝑇 ⋅ (𝚫𝐱 − 𝐝) − (𝚫𝐱 − 𝐝)𝑇 ⋅ 𝑃 ⋅ (𝐴 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝐮) + 
+(𝚫𝐱 − 𝐝)𝑇 ⋅ (𝚫𝐱 − 𝐝) − (𝚫𝐱 − 𝐝)𝑇 ⋅ 𝐷 ⋅ (𝚫𝐱 − 𝐝) − 𝑟2, 

ℎ = 2 ⋅ 𝑎,  

𝑞 = 𝑎 + (𝚫𝐱 − 𝐝)𝑇 ⋅ 𝐷 ⋅ (𝚫𝐱 − 𝐝). 

Величина реализованной погрешности 𝚫𝐱 нам 
неизвестна, поэтому необходимо исключить ее из 
итогового решения. Поскольку 𝐱∗ = 𝐱 − 𝚫𝐱∗, то 
получаем, что (1) может быть переписано в форме 

𝐱∗ = 𝐱 − arg min
𝚫𝐱:𝐴⋅𝚫𝐱=𝐴⋅𝐱−𝐛,

(𝚫𝐱−(𝐱−𝐜))𝑇⋅(𝚫𝐱−(𝐱−𝐜))≤𝑟2

‖𝚫𝐱‖2
2, (2) 

где ограничения наложены уже на значения х*: теперь 
должны быть удовлетворены система линейных 
алгебраических уравнений 𝐴 ⋅ 𝐱∗ = 𝐛 и неравенство 
(𝐱∗ − 𝐜)𝑇 ⋅ (𝐱∗ − 𝐜) ≤ 𝑟2, из которых как раз и 
эквивалентно следует, что для реализованной 
погрешности справедливы ограничения того же вида, 
что и в (1), т.е. 

𝐴 ⋅ (𝐱 − 𝚫𝐱∗) = 𝐛, 

𝐮 = 𝐴 ⋅ 𝚫𝐱∗ = 𝐴 ⋅ 𝐱 − 𝐛 

и 

(𝐱 − 𝚫𝐱∗ − 𝐜)𝑇 ⋅ (𝐱 − 𝚫𝐱∗ − 𝐜) ≤ 𝑟2, 

(𝚫𝐱∗ − (𝐱 − 𝐜))
𝑇
⋅ (𝚫𝐱∗ − (𝐱 − 𝐜)) ≤ 𝑟2, 

𝒅 = 𝐱 − 𝐜. 

В соответствии с соотношениями, приведенными 
выше, аналитическое решение задачи (2) имеет вид 

𝐱∗ = 𝐱 + 𝑃 ⋅ (𝐴 ⋅ 𝐱 − 𝐛) + λ ⋅ (1 + λ)−1 ⋅ 𝐷 ⋅ (𝐱 − 𝐜), (3) 

где n – размер векторов x и с; матрицы D и P имеют тот 

же вид, что и выше, а множители Лагранжа  
определяются решением квадратного уравнения  

𝑎 ⋅ λ2 + ℎ ⋅ λ + 𝑞 = 0, 

𝑎 = (𝐴 ⋅ 𝐱 − 𝐛)𝑇 ⋅ 𝑃𝑇 ⋅ 𝑃 ⋅ (𝐴 ⋅ 𝐱 − 𝐛) − 

−(𝐴 ⋅ 𝐱 − 𝐛)𝑇 ⋅ 𝑃𝑇 ⋅ (𝐱 − 𝐜) − (𝐱 − 𝐜)𝑇 ⋅ 𝑃 ⋅ (𝐴 ⋅ 𝐱 − 𝐛) + 
+(𝐱 − 𝐜)𝑇 ⋅ (𝐱 − 𝐜) − (𝐱 − 𝐜)𝑇 ⋅ 𝐷 ⋅ (𝐱 − 𝐜) − 𝑟2, 

ℎ = 2 ⋅ 𝑎,  

𝑞 = 𝑎 + (𝐱 − 𝐜)𝑇 ⋅ 𝐷 ⋅ (𝐱 − 𝐜). 

Соотношение (3) определяет решение задачи 
согласования равноточных независимых однократных 
результатов совместных измерений для случая, когда их 
погрешности имеют нормальный закон распределения, а 
ограничения на возможные значения измеряемых 
величин заданы системой линейных уравнений и 
границами эллипсоида. Как видим, данное решение 
представляет собой замкнутое выражение, в котором 
участвует как математическая модель объекта 
измерения (через матрицу А, вектора b и c и значение 
r2), так и сами результаты измерений х. Соотношения 
(3) допускают прямой непосредственный расчет 
результатов процедуры согласования, которые отвечают 
решению соответствующей оптимизационной задачи 
(2), без применения итерационных процедур. Отметим 
также, что для полученных выражений предполагается, 
что кооптируемая информация не допускает 
возможности определения значений х* без результатов 
измерений х (т.е. размер вектора b строго меньше n). 

Распространим данный результат, исходя из 
постановки (2) на случай неравноточных и 
коррелированных результатов измерений. 

III. СЛАБО КОРРЕЛИРОВАННЫЕ СЛАБО НЕРАВНОТОЧНЫЕ 

СОВМЕСТНЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ 

Рассмотрим случай неравноточных измерений и 
учтем корреляции между результатами измерений 
(компонентами вектора х). Для этого видоизменим 
используемую норму вектора х с Евклидовой на 

взвешенную Евклидову: ‖𝐱‖Σ
2 = 𝐱𝑇 ⋅ Σ−1 ⋅ 𝐱, где Σ – 

ковариационная матрица для вектора х (размера nn). 

Соответственно задача (2) приобретет вид 

𝐱∗ = 𝐱 − arg min
𝚫𝐱:𝐴⋅𝚫𝐱=𝐴⋅𝐱−𝐛,

(𝚫𝐱−(𝐱−𝐜))𝑇⋅(𝚫𝐱−(𝐱−𝐜))≤𝑟2

‖𝚫𝐱‖Σ
2, (4) 

Для задач условной оптимизации (2) и (4) выпишем 
соответствующие им функции Лагранжа L(2) и L(4), 
используя для краткости обозначение 𝐛∗ = 𝐴 ⋅ 𝐱 − 𝐛: 

𝐿(2) = ‖𝚫𝐱‖2
2 + 𝛌𝟎(𝟐)

𝑇 ⋅ (𝐴 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝐛∗) + 

+λ(2) ⋅ ((𝚫𝐱 − (𝐱 − 𝐜))
𝑇 ⋅ (𝚫𝐱 − (𝐱 − 𝐜)) − 𝑟2), 

𝐿(4) = ‖𝚫𝐱‖Σ
2 + 𝛌𝟎(𝟒)

𝑇 ⋅ (𝐴 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝐛∗) + 

+λ(4) ⋅ ((𝚫𝐱 − (𝐱 − 𝐜))
𝑇 ⋅ (𝚫𝐱 − (𝐱 − 𝐜)) − 𝑟2), 

где λ(2) и 𝛌𝟎(𝟐), λ(4) и 𝛌𝟎(𝟒) – соответствующие множители 

Лагранжа для указанных задач (2) и (4). 

Необходимыми условиями достижения оптимума в 
(2) и (4) согласно условиям Каруша-Куна-Таккера 
являются равенства нулю всех частных производных, 
включая производную по 𝚫𝐱. В силу симметричности 
матрицы Σ (коммутативности оператора ковариации), 
получаем для задачи (2) систему уравнений 
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{
 
 

 
 
𝐿(2)

𝚫𝐱
= 2 ⋅ 𝚫𝐱 + 𝐴𝑇 ⋅ 𝛌𝟎(𝟐) + 2 ⋅ λ(2) ⋅ (𝚫𝐱 − (𝐱 − 𝐜)) = 𝟎𝑛,

𝐿(2)

𝛌𝟎(𝟐)
= 𝐴 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝐛∗ = 𝟎𝑚,

𝐿(2)

λ(2)
= (𝚫𝐱 − (𝐱 − 𝐜))𝑇 ⋅ (𝚫𝐱 − (𝐱 − 𝐜)) − 𝑟2  = 0,

   (5) 

а для задачи (4) – систему уравнений 

{
 
 

 
 
𝐿(4)

𝚫𝐱
= 2 ⋅ Σ−1 ⋅ 𝚫𝐱 + 𝐴𝑇 ⋅ 𝛌𝟎(𝟒) + 2 ⋅ λ(4) ⋅ (𝚫𝐱 − (𝐱 − 𝐜)) = 𝟎𝑛,

𝐿(4)

𝛌𝟎(𝟒)
= 𝐴 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝐛∗ = 𝟎𝑚,

𝐿(4)

λ(4)
= (𝚫𝐱 − (𝐱 − 𝐜))𝑇 ⋅ (𝚫𝐱 − (𝐱 − 𝐜)) − 𝑟2  = 0,

(6) 

Пусть Σ = 𝑄 ⋅ 𝑄𝑇 = 𝑄𝑇 ⋅ 𝑄 – разложение Холецкого 
ковариационной матрицы Σ, которое всегда существует 
в силу положительной определенности Σ и ее 
симметричности, det 𝑄 ≠ 0. Тогда Σ−1 = (𝑄 ⋅ 𝑄𝑇)−1 =
(𝑄𝑇)−1 ⋅ 𝑄−1 = (𝑄−1)𝑇 ⋅ 𝑄−1. Отсюда получаем, что 𝑄𝑇 ⋅
Σ−1 = 𝑄−1. Перепишем первое уравнение в (6): 

2 ⋅ 𝑄𝑇 ⋅ Σ−1 ⋅ 𝚫𝐱 +𝑄𝑇 ⋅ 𝐴𝑇 ⋅ 𝛌𝟎(𝟒) + 

+2 ⋅ λ(4) ⋅ 𝑄
𝑇 ⋅ (𝚫𝐱 − (𝐱 − 𝐜)) = 𝟎𝑛, 

2 ⋅ 𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱 + (𝐴 ⋅ 𝑄)𝑇 ⋅ 𝛌𝟎(𝟒) + 2 ⋅ λ(4) ⋅ 𝑄
𝑇 ⋅ (𝚫𝐱 − (𝐱 − 𝐜)) = 𝟎𝑛, 

2 ⋅ 𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱 + (𝐴 ⋅ 𝑄)𝑇 ⋅ 𝛌𝟎(𝟒) + 

+2 ⋅ λ(4) ⋅ Σ ⋅ (𝑄
−1 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜)) = 𝟎𝑛. 

Второе уравнение может быть переписано в виде: 

(𝐴 ⋅ 𝑄) ⋅ (𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱) − 𝐛∗ = 𝟎𝑚. 

Третье уравнение аналогичным образом 
преобразуется к виду: 

(𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜))𝑇 ⋅ Σ ⋅ (𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜)) = 𝑟2. 

Выполненные выше преобразования приводят в 
совокупности к системе вида (7): 

{
 
 

 
 

2 ⋅ 𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱 + (𝐴 ⋅ 𝑄)𝑇 ⋅ 𝛌𝟎(𝟒) +

+2 ⋅ λ(4) ⋅ Σ ⋅ (𝑄
−1 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜)) = 𝟎𝑛 ,

(𝐴 ⋅ 𝑄) ⋅ (𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱) − 𝐛∗ = 𝟎𝑚,

(𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜))𝑇 ⋅ Σ ⋅ (𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜)) = 𝑟2,

(7) 

которое при условиях Каруша–Куна–Таккера 
соответствует решению задачи условной оптимизации 

min
𝚫𝐲:𝐴⋅𝑄⋅𝚫𝐲=𝐴⋅𝐱−𝐛,

(𝚫𝐲−𝑄−1⋅(𝐱−𝐜))𝑇⋅Σ⋅(𝚫𝐲−𝑄−1⋅(𝐱−𝐜))≤𝑟2

‖𝚫𝐲‖Σ
2 , 

где 𝚫𝐲 = 𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱. Видим, что воспроизводится вид 
оптимизационной задачи (4), за исключением 
ограничения в виде неравенства – в квадратичной форме 
возникло взвешивание, что противоречит смыслу задачи 
согласования, поскольку ограничения на возможные 
значения согласуемых величин не могут и не должны 
зависеть от точности выполняемых их измерений 
(которая, суть, и отражается ковариационной матрицей). 

Рассмотрим случай малых корреляций и малой 
степени неравноточности, когда Σ ≈ σ2 ⋅ 𝐸𝑛: 
внедиагональные элементы матрицы (1/σ2)  ⋅ Σ близки к 
нулю из-за малых значений модуля соответствующих 
коэффициентов корреляции между компонентами 
вектора х, а разница между элементами главной 
диагонали матрицы Σ и значением σ2 незначительна. 

Поскольку операция согласования данных 
направлена на уточнение результатов измерений, то 
использование упрощений данной процедуры 

становится оправданным, если прирост точности после 
данных упрощений всё же имеет место и при 
аппроксимации достигаются другие преимущества. 

Воспользовавшись соотношением Σ ≈ σ2 ⋅ 𝐸𝑛 , 
получаем, что решение задачи (4) может быть 
приближено решением системы уравнений 

{
 
 

 
 2 ⋅ 𝚫𝐲 + (𝐴 ⋅ 𝑄)

𝑇 ⋅ 𝛌𝟎(𝟒) + 2 ⋅ (λ(4) ⋅ σ
2) ⋅ (𝚫𝐲 − 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜)) ≈ 𝟎𝑛 ,

(𝐴 ⋅ 𝑄) ⋅ 𝚫𝐲 − 𝐛∗ = 𝟎𝑚,

(𝚫𝐲 − 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜))𝑇 ⋅ (𝚫𝐲 − 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜)) ≈
𝑟2

σ2
,

 

которая, в свою очередь, соответствует приближенному 
решению оптимизационной задачи (4) относительно 𝚫𝐲, 
полностью изоморфному (2). Как следствие, 
приближенное решение задачи (4) в условиях слабой 
корреляции между компонентами вектора х и при слабой 
неравноточности может быть записано в виде 

𝐱∗ = 𝐱 + 𝑄 ⋅ 𝑃𝑄 ⋅ (𝐴 ⋅ 𝑄 ⋅ 𝐱 − 𝐛) + 

+λ ⋅ (1 + λ)−1 ⋅ 𝑄 ⋅ 𝐷𝑄 ⋅ 𝑄
−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜),  (8) 

где 𝐷𝑄 = 𝐸𝑛 − 𝑄
𝑇 ⋅ 𝐴𝑇 ⋅ (𝐴 ⋅ Σ ⋅ 𝐴𝑇)−1 ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑄, 

𝑃𝑄 = 𝑄
𝑇 ⋅ 𝐴𝑇 ⋅ (𝐴 ⋅ Σ ⋅ 𝐴𝑇)−1, 

множители Лагранжа  определяются решением 
квадратного уравнения  

𝑎 ⋅ λ2 + ℎ ⋅ λ + 𝑞 = 0, 

𝑎 = (𝐴 ⋅ 𝑄 ⋅ 𝐱 − 𝐛)𝑇 ⋅ 𝑃𝑄
𝑇 ⋅ 𝑃𝑄 ⋅ (𝐴 ⋅ 𝑄 ⋅ 𝐱 − 𝐛) − 

−(𝐴 ⋅ 𝑄 ⋅ 𝐱 − 𝐛)𝑇 ⋅ 𝑃𝑄
𝑇 ⋅ 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜) − 

−(𝐱 − 𝐜)𝑇 ⋅ (𝑄−𝟏)𝑇𝑃𝑄 ⋅ (𝐴 ⋅ 𝑄 ⋅ 𝐱 − 𝐛) + (𝐱 − 𝐜)
𝑇 ⋅ Σ−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜) − 

(𝐱 − 𝐜)𝑇 ⋅ (𝑄−𝟏)
𝑇
⋅ 𝐷𝑄 ⋅ 𝑄

−𝟏 ⋅ (𝐱 − 𝐜) −
𝑟2

σ2
, 

ℎ = 2 ⋅ 𝑎,  

𝑞 = 𝑎 + (𝐱 − 𝐜)𝑇 ⋅ (𝑄−𝟏)𝑇 ⋅ 𝐷𝑄 ⋅ 𝑄
−𝟏 ⋅ (𝐱 − 𝐜). 

Как видим, данное приближенное решение сохраняет 
замкнутость формы и может быть получено прямым 
расчетом без необходимости прибегать к итерационным 
процедурам. 

IV. РЕШЕНИЕ ЧЕРЕЗ НЕРАВЕНСТВО РЭЛЕЯ 

Другим приближенным способом решения 
поставленной задачи согласования результатов 
совместных коррелированных измерений может быть 
ослабление совокупного ограничения в виде 
неравенства. 

Квадратичная форма, участвующая в 
рассматриваемых ограничениях анализируемой задачи 
(4) условной оптимизации, имеет вид 

(𝚫𝐲 − 𝒄∗)𝑇 ⋅ Σ ⋅ (𝚫𝐲 − 𝒄∗) ≤ 𝑟2, 

где обозначение 𝒄∗ = 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜) использовано для 
краткости. 

Как следует из известных ограничений на возможные 
значения отношения Рэлея для положительно 
определенных квадратичных форм по типу 
рассматриваемой, справедливо неравенство [17] 

‖𝚫𝐲 − 𝒄∗‖2
2 ⋅ 

min
≤ (𝚫𝐲 − 𝒄∗)𝑇 ⋅ Σ ⋅ (𝚫𝐲 − 𝒄∗) ≤ ‖𝚫𝐲 − 𝒄∗‖2

2 ⋅ 
max

, 

где min и max являются соответственно минимальным и 
максимальным собственными числами ковариационной 



163 

матрицы Σ. Получаем, что если ‖𝚫𝐲 − 𝒄∗‖2
2 ≤ 𝑟2/

max
, то 

выполнено и неравенство (𝚫𝐲 − 𝒄∗)𝑇 ⋅ (𝚫𝐲 − 𝒄∗) ≤ 𝑟2. 

Таким образом, получаем, что приближением к 
решению задачи (4) является решение оптимизационной 
задачи 

min
𝚫𝐲:𝐴⋅𝑄⋅𝚫𝐲=𝐴⋅𝐱−𝐛,

(𝚫𝐲−𝑄−1⋅(𝐱−𝐜))𝑇⋅(𝚫𝐲−𝑄−1⋅(𝐱−𝐜))≤𝑟2/max

‖𝚫𝐲‖Σ
2, 

эквивалентное решению такой модификации системы 
(7), которая уже оказывается полностью подобна по 
своей форме системе (5): 

{
 
 

 
 

2 ⋅ 𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱 + (𝐴 ⋅ 𝑄)𝑇 ⋅ 𝛌𝟎(𝟒) +

+2 ⋅ λ(4) ⋅ Σ ⋅ (𝑄
−1 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜)) = 𝟎𝑛 ,

(𝐴 ⋅ 𝑄) ⋅ (𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱) − 𝐛∗ = 𝟎𝑚,

(𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜))𝑇 ⋅ (𝑄−1 ⋅ 𝚫𝐱 − 𝑄−1 ⋅ (𝐱 − 𝐜)) = 𝑟2/γmax,

 

Как следует из представленных выше результатов, 
искомое решение определяется соотношением (8), в 

котором σ2 следует заменить на 
max

. 

V. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

В работе представлено решение задачи согласования 
коррелированных результатов совместных измерений, 
допускающее прямой и непосредственный матричный 
расчет без необходимости численного решения 
оптимизационной задачи. Данное обстоятельство имеет 
важное практическое значение, поскольку освобождает 
пользователя от необходимости контроля сходимости, 
достижения в итерационном процессе требуемой 
точности приближений к решению и позволяет получить 
результат быстрее. В случае, если кооптируемая 
информация представляет собой предсказания, 
вырабатываемые цифровым двойником, то число 
обращений к нему и соответственно время вычислений 
радикально сокращаются, что повышает возможности 
использования соответствующих процедур. Полученные 
соотношения оптимизируют расчеты по времени (в 
смысле количества обращений к математической модели 
пользователя, сокращая их до одного – но, для 
некоторых из рассмотренных постановок, с условием 
возвращения не только значений математической 
модели, но и ее частных производных). Задача учета 
неопределенности исходных данных также 
оптимизируется, поскольку при выполненном 
аналитическом решении оказывается возможным 
получить оценки точности конечных результатов 
согласования, основываясь только на тех же самых 
значениях, возвращенных математической моделью (и 
значениях частных производных). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данном докладе впервые представлена замкнутая 
аналитическая модель согласования результатов 
измерений, учитывающая наличие корреляций между 

согласуемыми результатами измерений для случая, когда 
область возможных значений измеряемых величин 
ограничена эллипсом при кооптации информации в 
форме системы линейных алгебраических уравнений. 
Приведены соответствующие выражения для оценки 
получаемых уточненных оценок значений измеряемых 
величин, допускающие прямой расчет без привлечения 
итерационных процедур. 
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